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Sur la capitulation des 2-classes d’ideaux 
du corps Q(v' 2 pip 2 ,*) 

Abdelmalek Azizi, Abdelkader Zekhnini, FS, Oujda et 
Mohammed Taous, FST, Errachida 


Abstract —Let pi and p2 be different primes 
such that Pi = p2 = 1 (mod 4) and at least 
two of the three elements —are 
equal to - 1 . Put i = V— 1 > d = 2pip2 and 
k = Q{y/d, i). Let be the Hilbert 2 -class field 
of k and k^*'> = Q{y^, ,/p2, V^, i) be its genus 
field. Let Cfc 2 denote The 2 -part of the class group 
of k. The unramified abelian extensions of k are 
Ki = k(yt^), K2 = fc(v^). F3 = k{V2) and 
Our goal is to study the capitulation problem 
of the 2-classes of k in these four extensions. 

Resume —Soient pi et p2 deux nombres pre¬ 
miers tels que pi = p2 = 1 (mod 4 ) et an moins 
deux des elements {( —), ( —)1 valent -1. 

Soient i = \/—l, d = 2pip2, Ik = Q(\/d, *), 

le 2 -corps de classes de Hilbert de Ik et Ik^*^ 
le corps de genres de Ik. Notons par Cit_2 2 - 
partie du groupe de classes de Ik. Les extensions 
abeliennes sur Q et non ramifiees sur Ik sont 
Ki = Ik(^), K2 = Ik(^), K3 = Ik(V2) et 
Dans ce papier on 
s’interesse a etudier le probleme de capitulation 
des 2-classes de k dans ces quatre extensions. 

Mots cles — 2 -groupe de classes, corps de classes 
de Hilbert, corps de genre, capitulation. 
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I. Introduction 

S oient k un corps de nombres de degre fini 
sur Q, K une extension non ramifiee de 
fc et p un nombre premier. La recherche des 
ideaux de k qui capitulent dans K a ete Tobjet 
d’etude d’un grand nombre de mathematiciens. 
Dans le cas ou K est egal au corps de classes 
de Hilbert k^^'* de k, D. Hilbert avait conjecture 
que toutes les classes de k capitulent dans 
(theoreme de 1’ideal principal). Ce theoreme a 
ete demontre par E. Artin et Ph. Furtwangler. 
Le cas ou K/k est une extension cyclique et 
[K : k] = p, un nombre premier, a ete etudie par 
Hilbert dans son theoreme 94 (voir par exemple 
(61) qui affirme qu’il y a au moins une classe 
non triviale dans k qui capitule dans K. De 
plus, Hilbert avait trouve le resultat suivant : 
si Gal{K/k) — (a), N la norme de K/k, Uk 


le groupe des unites de k, Uk le groupe des 
unites de K et U* le sous-groupe des unites 
de Uk dont la norme est egale a 1. Alors le 
groupe des classes de k qui capitulent dans K 
est isomorphe au groupe quotient U*/U]/~'^ = 
H^{Uk), le groupe cohomologique de Uk de 
dimension 1. 

A I’aide de ce resultat et d’autre resultats, on 
montre le theoreme suivant : 

Theoreme 1. Soil K/k une extension cyclique 
de degre un nombre premier, alors le nombre 
des classes qui capitulent dans K/k est egale 
d:\K-. k]\Ek : N{Ek)] 

Soit d = 2pip2, avec pi et p2 deux nombres 
premiers tels que pi = p2 = 1 (mod 4) et au 
moins deux des elements {( —), ( — ), (-2-)} 
valent -1 et Ik = Q(\/d,i). On note par Cik,2 
le 2-groupe de classes de k, k^*^ le corps de 
genres de k et kj*^^ le corps de classes de 
Hilbert de k. Notre but est d’etudier le probleme 
de capitulation dans les extensions quadratiques 
abeliennes sur Q non ramifiees sur k. 

D’apres (3, Cik,2 est de type (2,2,2) et 
[k^*^ : k] = 4. Alors le rang du 2-groupe 
de classes est egal a 3, ainsi k admet sept ex¬ 
tensions quadratiques non ramifiees dans kj^^ 
Notons Ki = k(y^), K2 = k(y^) et K3 = 
k(\/2). On definit d’abord les generateurs de 
Clk,2. 


H. Les GENERATEURS DE Cik,2- 
Soient a un entier naturel sans facteurs carres 
et Q I’indice d’unites du corps Q(y/d,i), alors 
on a : 

Lemme 1 (jSj). Si I’une des conditions sui- 
vantes est verifiee, alors <3 = 1. 

1) a est congru d I modulo 4. 

2) II existe un entier impair a' qui divise a tel 
que a' = 5 (mod 8). 

Lemme 2 (O). Si d = 2pip2 avec pi et 
P2 sont deux nombres premiers tels que pi = 
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P 2 = 1 (mod 4) et au moins deux des elements 
!{ — ), ( — ), ( — )} valent -1, alors la norme de 
Vunite fondamentale de Q(s/ 2 piP 2 ) est egale d 
-1. 

Proposition 1. Soient d un entier naturel sans 
facteurs cartes, k = Q{y/d, i), a+ib un element 
de Q(i) tel que s/aF+T^ ^ Q(%/d) et H un 
ideal de k tel que = (a + ib). Alors H est 
d’ordre 2 dans k. 

Preuve: Soient a+ib un element de Q(i) et 
H un ideal de k tels que s/a^ + b‘^ ^ Q{s/d) et 
= {a + ib). On suppose que H est principal, 
alors il existe un a € Ik et une unite e de k tels 
que 

= (a + ib)e. (1) 

Soil £d Tunite fondamentale de Q(x/d), alors 
un SFU de k est {sd} ou {^/t£d} ; dans ce 
dernier cas Ed est de norme 1. Done on se 
ramene aux cas e G {+l,+i,ed,isd} ou e G 
{il, it, Sd, iCd, isftEd, s/ i^d} • 

• Si £ G (il, it, £d, t£d}, alors en appli- 
quant la norme N^/Q(^,/d) a I’equation (|T), 
on trouve que + b^ est un carre dans 
Q{-\/d), ce qui est n’est pas le cas. 

• Si e = x/tid ou £ = is/isd, alors la 

norme applique a T equation l|T), 

nous donne que t est un carre dans Q(t), 
ce qui est absurde. 

Done Pi est d’ordre 2 dans k. ■ 

On procede comme dans la proposition (8) 
de I’article O, pour prouver la proposition 
suivante : 

Proposition 2. Soient d un entier compose, 
pair, sans facteurs carres et produit d’au moins 
trois nombres premiers, k = <Q{s/d, i), p un 
nombre premier impair et T-L un ideal de k tel 
que 'HF = {p). Notons par Ed = x + ys/d et 
Ck, 2 , I'unite fondamentale de Q(x/d) et le 2- 
groupe de classes de k respectivement. Alors on 
a : 

(1) Si la norme de Ed est egale —1, alors PL 
est d’ordre 2 dans Cfc^ 2 - 

(2) Si la norme Ed est egale a 1, on a : 

(i) Si {Ed} est SFU de k, alors Pi est principal 
si et seulement si 2p(x i 1) ou p{x + 1) est un 
carre dans N. 

(ii) Sinon, P-L est d’ordre 2 dans Ck, 2 . 

On pent alors citer le resultat : 

Theoreme 2. Soient k = Q(x/d, i) oii d = 
2 piP 2 avec pi et p 2 sont deux nombres premiers 


tels que pi = p 2 = 1 (mod 4). Posons pi = 
7ri7r2, oil TTi et 'K 2 sont dans Z[t], notons par 
Pio, PPi et Pp 2 les ideaux de k au dessus de 
1 + t, TTi et 7r2 respectivement. Si la norme de 
Vunite fondamentale de Q(x/d) est egale a -1, 
alors le groupe engendre par les classes de 'Ho, 
Hi et Pp 2 est de type (2, 2, 2). 

Preuve: Les nombres triet tt 2 sont des 
premiers ramifies dans k/Q(t), alors ils existent 
des ideaux premiers PPi et H 2 de k tels que : 
TVjOi, = (ttj) = PLj, ij G {1,2}), oil Ok est 
I’anneau des entiers du corps k. D’autre part 2 
est totalement ramifie dans k, done il existe un 
ideal premier Ho de k tel que Ho = (lit)Oik. 

Comme la norme de I’unite fondamentale de 
Q(x/d) est egale a -1, alors Q, I’indice d’unites 
de k, est egal a 1. On a Hq = (1 i t). Hi = 
(e + 2if) et Hi = (e - 2t/), or ^ ^ Q{Vd) 
et x/e^ i (i2/)2 = ^ Q{Vd), alors 

d’apres la proposition 0 Ho, Hi et H 2 sont 
d’ordre 2 dans k. De plus (HiH 2 )^ = (pi), 
alors d’apres la proposition 0 I’ideal H 1 H 2 est 
d’ordre 2 dans k, d’autre part on a (HoHi)^ = 
((e - 2/) + i{e + 2 /)) et (H 0 H 2 )" = ((e + 
2f) + i{e-2f)) et V(e - 2/)2 + (e + 2/)2 = 
s/2pi ^ Q(x/d), done d’apres la proposition 0 
P-ifPLi et PioPi 2 sont d’ordre 2 dans k; enfin 
(HoHiH 2)^ = ((1 i i)7ri7r2) = (pi i ipi) 
et comme y^pf + pf = pix/2 ^ Q(x/d), alors 
H 0 H 1 H 2 est d’ordre 2 dans k. Et ceci montre 
que le sous-groupe du 2-groupe de classes de 
k, engendre par les classes de Ho, Hi et H 2 , 
est de type (2, 2, 2). ■ 

Corollaire 1. Gordons les hypotheses du theo¬ 
reme precedent et notons par Ck ,2 la 2-partie 
du groupe de classes de k. Si Ck ,2 est de 
type (2, 2, 2), alors au moins deux des elements 
(( — ), ( —), ( —valent -1. Dans ce cas on 
a : C]ii ,2 = ([Ho], [Hi], [H 2 ]) 

Preuve: D’apres le theoreme 0 on a 
([Ho], [Hi], [H 2 ]) est de type (2, 2, 2), par suite 
Ck ,2 = ([Ho], [Hi], [H 2 ]), or d’apres O Ck ,2 
est de type (2, 2, 2) si et seulement si deux au 
moins des elements {( —), ( —), ( —)) valent 
- 1 . ■ 

III. Capitulation dans les extensions 

Ki, K 2 ET K 3 

A. Capitulation dans les extensions Ki et K2 

Commengons cette partie par rappeler 
quelques resultats que nous serous utiles dans 
la suite. 
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Soient m et n deux entiers naturels differents 
et sans facteurs carres, ei (resp £ 2 , £3) 
I’unite fondamentale de Q{y/rn) (resp Q(v^)> 
Q{^/mn)). On suppose que £ 1 , £2 et £3 sont 
de norme -1. On pose Kq = et 

K = Ko{i). 

Proposition 3 ((3)). 1) Si £i£2£3 est un carre 
dans Kq, alors {£1, £2, V^i^2£3} est un SFU 
de Kq. 

2) sinon (ei, £2, £3/ est un SFU de Kq. 

Proposition 4 (O). On note par Q Vindice 
d’unite de K, alors on a : 

1) Si {£1, £2, ^/£i£ 2 ^} est un SFU de Kq, 
alors Q = 1. 

2) Si I El, £2, £ 3 } est un SFU de Kq, alors 
Q — 2 ssi 2£i£2£3 est un carre dans Kq. 

3) Si Q = 2, alors {£1, £2, x/l£i£2£3} est un 
SFU de K. 

Lemme 3 ((!]). Soient p un nombre premier 
impair et e = x + Vunite fondamentale 

de Q(y^2p). On suppose que e est de norme 1. 
Alors X FI est un carre dans N et 2£ est un 
carre dans Q(y^). 

Proposition 5. On garde les notations et 
les hypotheses precedentes et designant par 
p et q deux nombres premiers congrus a 1 
(mod 4). Posons ra = p et n = 2q. Alors 

{£1,£2 , V^£i£ 2£3} OU {£i,£ 2 , x/i£i£ 2£3} eSt 

SFU de K. 

Preuve: Soient £1 (resp £2, £3) I’unite fon¬ 
damentale de Q(y^) (resp Q(v^), Q{s/2pq)), 
comme p et q sont congrus a 1 (mod 4), alors 
ils existent tti, 712 , 773 et 774 dans Z[i] tels que 
p = 771772, q = 773774, TtT = 772 et 773 = 774 
(le conjugue complexe). Posons £1 = a; -|- y^/p 
I’unite fondamentale de Q{y/p), ou 2 : et j/ sont 
des entiers ou des semi-entiers. 

(a) Supposons que x et y sont des entiers. 
Comme la norme de £1 est egale —1, alors 
{x — i){x + i) = py^ et le pgcd de at — i et 
a; -I- i est un diviseur de 2, done 11 existent yi 
et y 2 dans Z|i] tels que y = yiy 2 et 
r x + i = yi-Ki f x + i = iyl'm 

y X-l = y 2 lt 2 y X-l = -iy 2 lt 2 - 

Par suite 22 ; = j/itti -|- 7/2 772 ou 2a; = iy^tti — 
* 1 / 2772 , il s’en suit alors que 2 £i = {yi^/Tci + 
y 2 s/^)^ ou 2 £i = (t/l-ym -I- J/ 2 x/-* 7 r 2 )^ 
d’ou = yi^/tn + */ 2 V^ ou ,/eT = 


yi{l + + y 2 {i — on conclut que : 

V27ri£i = t/iTTi -I- 7 / 2 -yp, et 

V27r2£l =yi^/p + 7/2772, 077 
s/ltlEl = 7/l(l -f 7)7714- 
2 / 2 ( 1 -*)V^ et 
y/TT 2 ei = yi{l + i)y/p+ 

7 / 2(1 — *)772. 

(b) Soil £1 = ^{x + y^/p) avec x 

et y sont des entiers impairs, alors on a 
(x — 2i){x + 2i) = 77 1 772 7/^, On procede comme 
precedemment on trouve les memes resultats. 

c) Posons de meme £2 = a -f /lx/2g avec a 
et /3 deux entiers, on trouve aussi que : 

<^2(1 -I- i)'K3£2 = jdiilF 7 ) 773 - 1 - 

/ 32 -y 2 g et 

^2(1 - i)774£2 = l3iy/2qF 

/32 (1 - *)774 OU 

s/il + *)773£2 = |(/3l(l + *)(1± 

7) 773 + / 32(1 T *)x/^) et 

s/ (1 - *)774£2 = |(,dl(l± 

7)v^+/32(1 - *)(1 T *)7r4)- 

(d) On applique le meme argument a £3 on 
trouve aussi que : 


l/2(l -I- 7 ) 771 7r3£3 = 7 / 1(1 -I- 7)771773 
+y 2 s/ 2 pq et 

y/2jy^^i)Tt^TtI^ = yis/2j^ 

-f 7 / 2(1 - 7)772774 OU ^ 

' s/{l + 7)771 773£3 = f (7/1(1 -f 7) 

(1 ± i)77i773 -f ^ 2 (1 T 7)\/2pg) et 
1/(1 - 7)772774£3 = ^(2/l(l ± i) 

\/2pq + 7/2(1 T *)(! — 7)772774). 

En multipliant les resultats des egalites 
lO et (|4j, on trouve que •y£i£ 2£3 £ Kq ou 
bien y/ 2 Ei£ 2£3 £ Ko, remarquons enfin que 
x/ei£ 2£3 et x/ 2 £i£ 2£3 ne sont pas tons les deux 
dans Ko, sinon on aura y/2 £ Kq ce qui est 
faux. La suite est une deduction simple des 
propositions ((111 et @. ■ 

Proposition 6. Gordons les hypotheses 
de la proposition 0 et supposons que la 
norme de £2 est egale a 1. Alors le SFU de Ko 
est /£i, £2, £ 3 } et celui de K est {e\, \/i£ 2 , £ 3 /. 


Preuve: Comme la norme de £2 est egale 
a 1, alors d’apres le lemme 0, a; ± 1 est un 
carre dans N et 2£2 est un carre dans Q(v^2g) 
(£2 = a: -I- 7/-y2g), de plus £2 n’est pas un carre 
dans Ko, sinon on trouve que y/2 £ Ko, ce qui 
est absurde. Comme £1 et £2 ont pour norme 
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— 1 , alors elles ne sont pas des carres dans Kq. 
De meme eie2, eies, £223 et eie2£3 ne sont 
pas des carres dans Kq, sinon on trouve que 
i £ Kq, ce qui est absurde. Done {£1, £2, £3} 
est un SFU de Ko et comme 2£2 est un carre 
dans Kq, alors d’apres O, (£1, \f%E2, £3} est 
un SFU de K. ■ 

Theoreme 3. Soil le corps k = Q(^ 2 pip 2 , i) 
avec Pi et p2 deux nombres premiers congrus 
d 1 (mod 4) et au mains deux des elements 
(( —), ( —). { — )} valent —1 et soit Ck 2 
le 2 -groupe de classes de k. Posons Ki = 
Hi/pi) = *). K2 = k(y^) = 

Q( ySpT, i). pi = + { 2 ff et pi = 
tti'K2 = (e + 2 if){e — 2 if). Soient Hq, Hi 
et H2 les ideaux de k au dessus de 1 + i, tti 
et 712 respectivement, alors exactement quatre 
classes de Ck,2 capitulent dans Ki et K2, 
de plus kerjtii = ([Wi], [H2]) et kerjis^ = 

{\HoHi\, \HoH 2 \)- 

Preuve: Comme pi = p2 = 1 (mod 4 ), 
alors la norme de Funite fondamentale de 
Q(v^) (resp est egale a -1, et 

d’apres le lemme la norme de 1 ’unite 
fondamentale de Q{x/2pip2) est egale a — 1 . 
Done d’apres les proposition © et (| 6 }, Kj, oil 
j € { 1 , 2 }, a pour SFU I’un des trois systemes 
{£ 1 ,%/^ , £3} O U {£ 1 ,£ 2 , V£i£ 2 £ 3 } OU 
{£1, £2, V*£i£ 2£3}- On note par Euj le groupe 
des unites de Kj, alors Ek^ = {i, £1, £3) 

OU Ekj = (i,£l, £ 2 , V£i£ 2 £ 3 ) OU 

Eh. = (i,£ i,£2, V*£i£ 2 £ 3 )- Done 

^Kj/kiE-Kj) = (*,£§} (dans ce cas la norme 
de I’unite fondamentale de Q(%/2p2) (resp 
Q(y 2 ^)) est 1 ) ou N-Hj/kiEKi) = (- 1 ,£ 3 ) 
ou Nn./kiE-Kj) = (—l,i£3), d’autre part on 
salt d’apres ( 3 ) que le groupe d’unites de k est 
Ek = (i,£ 3 ), d’ou [i?k : (VK^/k(-EK3)] = 2 , 
done d’apres le theoreme Q, le nombre des 
classes qui capitulent dans Kj est egale a 4 . 

Dans la suite on va determiner ces classes 
dans chaque cas : 

(i) kerjKi = {[Hi], [^2])- En effet 

• Comme (HiH2)^ = (711712) = (pi), alors 
H1H2 = ix/lE), done I’ideal H1H2 capitule 
dans Ki. 

• Montrons que [H2] la classe de H2 capitule 
dans Ki. D’apres la demonstration de la 
proposition on a : y/2'K2£i £ Ki ou 
^ 7 r 2 £i £ Ki, ou £1 est I’unite fondamentale 
de Q(y^), alors ils existent a et P dans Ki 
tels que 27 r 2 £i = ou 7 r 2 £i = / 3 ^, done 
(2712) = (a^) ou (712) = or Hi = (l + f) 


et Hi = (712), alors (1 + i)H2 = (a) ou 
H 2 = iP), par suite H 2 = (ou H 2 = (P), 
done H 2 capitule dans Ki. 

Comme [H1H2] et [H2] sont principaux 

dans Ki, alors [H1H2H2] = [Hi] est principal 
dans Ki. Par suite kerjKi = {[Hi], [H2])- 
(ii) Montrons que kerjK^ = 

{[HqHi], [HqH2]), on sait que 
K 2 = k(.^/^) = Q(-y^, i/Wi, i). Pi = 111112 
etp2 = 713714, designons par £1 (resp £3) I’unite 
fondamentale de (!2 (y^) (resp Q{x/2pip2)), 
alors en multipliant les resultats des egalites 
lO et llUl on trouve que s/{1 + i)7ri£i£3 G K2 
et i/ {1 — i)'ti2£i£3 £ K2, done il existe 

a et P dans K2 tels que HqHi = (a^) 
et HIhI = (/ 3 ^), alors HqHi = (a) et 
H0H2 = {P), d’ou HqHi et H0H2 capitulent 
dans TK.2 ■ 

B. Capitulation dans I’extension K 3 

Soient pi et p 2 deux nombres premiers 
congrus a 1 (mod 4 ), k = Q(x/2piP2, *), 
K3 = k(\/2) = Q(x/2, ijpip 2 , i). Kg = 
12(^2, ^piP2), £1 (resp. £2, £3 ) I’unite fon¬ 
damentale de ki = Q(x/2) (resp. k2 = 

Q{i/PiP2), kQ = Q(V2piP2)), I = { 0 , 1 } et 
Ek (resp. Eks) le groupe d’unite de k ( resp. 
K3). On sait que £1 et £3 sont de normes — 1 , 
par contre £2 est de norme zbl. 

Lemme 4 (ID). Soient d un entier relatif sans 
facteur carre et e = x + ys/d I’unite fonda¬ 
mentale de Q(x/d) ou X et y sont des entiers ou 
bien des semi-entiers. Si e est de norme 1, alors 
2{x ± 1) et 2d{x ± 1) ne sont pas des carres 
dans Q. 

Lemme 5. Si la norme de 82 = x y^pip 2 
est egale a 1, alors a; ± 1 n’est pas un carre 
dans N. 

Preuve: Comme pip2 = 1 (mod 4 ), alors 
I’indice d’unite de k 2 {i) est egal a 1, done 2£2 
n’est pas un carre dans fca, ceci implique que 
a; ± 1 n’est pas un carre dans N. ■ 

Proposition 7. Supposons que la norme de £2, 
I’unite fondamental de fca = Q(v'PiP 2 ), est 
egale a 1, alors {£1, £2, £3} est un SFU de K^ 
et de K3. 

Preuve: Puisque £1 et £3 sont de normes 
— 1, alors elles ne sont pas des carres dans K^, 
de meme £i£2, £i£3, £2£3 et £i£2£3 ne sont pas 
des carres dans K^, sinon en prenant une norme 
convenable on trouve que i € K^, ce qui est 
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faux. De plus (2 + x/2)£ie2^3 ne peut pas etre 
un carre dans K^, pour tout i, j et k de I, sinon 
il existe a £ Kg tel que = {2 + \/ 2 )e\e{e 3 , 
alors (®))^ = 2(—ceci im- 

plique que y/2 € Q(v'PiP 2 ), ce qui est absurde. 

(1) Soil £2 = a: + yy/piP 2 , avec x et y deux 
entiers, alors —1 = y^pip 2 . d’apres le lemme 
lO, 2{x ± 1) et 2 pip 2 {x ± 1) ne sont pas des 
carres dans N, ainsi on a : 

(i) Si piP 2 {x ±1) est un carre dans 

alors il existe {yi,y 2 ) G tel que 

X ^ 1 = t/i, 

x±l = ylpiP 2 - 
d’ou a;=F 1 est un carre dans N, et ceci contredit 
le lemme 0. 

(ii) Soil Pi (a; ± 1) ou 2pi(a: ± 1) un carre 
dans N. Si pi(a;±l) est un carre dans N, alors il 


a:± 1 =pipi, 
a;=F 1 =P2yl. 


existe {yi,y2) G tel que 

= ^{yi^/Wi + ^2^2^), done ^ 

K3+, .^Pi£ 2 G Kg et ^P2S2 G Kg . On trouve 
les memes resultats pour le cas : 2pi(a; ± 1). 

(2) Soil £2 = ^{x + yy/piP 2 ), ou X et y 
sont deux entiers impairs, comme £2 est de 
norme 1, alors {x — 2){x + 2) = y^piP 2 , 
{x + 2) — {x — 2) — 4 et le pged de a: + 2 
et a; — 2 divise 4, or a; + 2 et at — 2 sont impairs, 
done leur pged est egal a 1. 

(i) Si piP2{x ± 2 ) un carre dans N, 

alors il existe (pi, 2/2) G tel que 

X ± 2 = p\P2yl, 

X =p 2 = P 2 • 

D’ou = \{yiy/p\P2 + P2), done y/ei £ 
k2 = Q(v'PiP 2), ce qui est absurde puisque £2 
est I’unite fondamentale de k2. Done ce cas ne 
se presente pas. 

(ii) Si pi(x ± 2 ) un carre dans N, alors il 

x±2 =piyl, 

,2 


suivant que £i£2£3 est un carre ou non dans 
K^, de plus d’apres 01 , K^ et K 3 ont meme 
SFU. ■ 

Remarque 1. On procede comme dans la de¬ 
monstration de la proposition 0 , pour prouver 
ce qui suit : 
a) 82= x + y^PlP2 

= yiV'Xl'XS + P2x/^27r4, ou 

= PlV^1^4 + y2s/'X2Tt3, OU 
s/^2 = Pi + y2sjTt2TtA, OU 

\f2^ = pi ,^711714 + P 2 V^ 27 r 3 , 

OU les yi sont dans Z[z] ou ^Z[i]. 

b) De meme en posant £3 = 0 + by/2pip2, 
on montre que : 

y/e^ = 61 ^/(l + 7 ) 711713 +' 
b2 V(1 — *)ai27i4), ou 
= 611/(1 + 7)711714 + 


( 5 ) 


(6) 


existe (pi, P2) G Z^ tel que , _ n _ „ ,,2 

X - 1 - Z — P2y2‘ 

Done on trouve que y/e2 = |(piv/ 2 pi + 
P2 v/ 2^), par suite y/e^ 0 Kj, y/pTe^ £ K;^ 
et y/P2e2 G K;^. 

De tous ces resultats en deduit que {£1, £2, £3} 
est SFU de K^ et d’apres l^, K3 a le meme 
systeme fondamental d’unites que K^. ■ 

Proposition 8. On suppose que la norme de £2 
est egale a —1, alors on a : 

(i) Si £i£ 2£3 est un carre dans KJ, alors 
{£1, £2, ^£i£2£3} est un SFU de K^ et de K3. 

(ii) Sinon {£i,£ 2 ,£ 3 } est un SFU de K^ et 
de K3. 

Preuve: D’apres la proposition 0 , K+ 
a pour SFU {£1, £2, y£i£^} ou {£i,£2,£3} 


&2 V (1 - *(^ 2713 ), OU 
= bi V(1 + 7)711713 + 
62 V (1 - 7)712714), OU 
= bi V(1 + 7)711713 + 
b2s/ (1 — 7)712714),, 


oil les bi sont dans Z[i] ou ^Zli]. Remarquons 
en fin que : 

= y/TTi + VT^i. ( 7 ) 

Alors en multipliant les resultats des egalites 
0 , 0 et 0 on trouve, dans le cas oil £i£ 2£3 
n'est pas un carre dans Q(-\/2, y/PiP 2 ), que 
V£1£2£3 = Oiy/Pl + Py/P2 + 7v/2^ + Sy/2ip^, 
oil a, P, 'y et S sont dans Q. 

Theoreme 4. Soient le corps Ik = 
Q(v/ 2 piP 2 , *), avec pi et p 2 deux nombres 
premiers congrus a 1 (mod 4) et au mains 
deux des elements j( — ), ( —), { — )j valent —1 
et Ck,2 le 2-groupe de classes de k. Posons 
K3 = k(X2) = Q(X2, ^pip 2 ,i), Pi = 
e" + (2/)2 = 711712 = (e + 2if){e - 2if). 
Soient FLo, Hi et H 2 les ideaux de k au dessus 
de 1 i, Til et 712 respectivement. Notons par 
Q I’indice des unites de Q(v/2, XP 1 P 2 ), d’oii 
on a : 

1) Si Q — 1, alors quatre classes de 

Ck ,2 capitulent dans K 3 et fcerjKg = 
([■Ho], [HiH2])- 

2) Si Q = 2, alors deux classes de Ck ,2 
capitulent dans K3 et fcerykg = {[Ho])- 
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Preuve: Remarquons d’abord que y/i = 

( 1 ) Si Q = 1 , alors la norme de E2 est 
egale a 1 ou la norme de £2 est egale 
a —1 et £i£ 2£3 n’est pas un carre dans 
done d’apres les propositions 
Q et (dll Eks = {y/i, El, 82,83), ce qui im- 
plique que AfK3/k(£^K3) = (i,ei), or Sk = 
(i,£3), d’ou [Ek : A''K3/k(£^K3)] = 2, alors 
d’apres le theoreme Q, quatre classes capitulent 
dans K3. 

Montrons que \Ho\ et ['H1H2] sont princi- 
paux dans K3. 

On remarque que -^(1 + i)ei = i [2 + (1 + 
i)y/2] € K3, alors il existe un a £ K3 tel que 
(1 + i)£i = a^, et comme Ho = (1 + i) et 
£1 est une unite de K3, alors Hq = (o^), d’ou 
Ho = (a). 

Si la norme de £2 est egale a 1 , alors on a, 
d’apres la demonstration de la proposition Q, 
que y'pi£2 £ K3, done il existe un £ K3 
tel que pi£2 = ( 3 ^, d’ou (pi) = (/ 3 ^), or 
{HiH2)^ = (pi), done {HiH2f = (/ 3 ^), on 
conclut que H1H2 = (/ 3 )- 
Si la norme de £2 est egale a —1 et £i£ 2£3 
n’est pas un carre dans Q(x/ 2 , y/PiP2), alors 
d’apres la remarque Q, y/Pl£l£2£3 € K3, 
ceci implique H1H2 capitule dans K3. Done 
kerjK^ = {[Ho], [HiH2])- 
( 2 ) Si Q = 2 , alors la norme de £2 

est egale a — 1 et £i£2£3 est un carre dans 
y'piP2), par suite d’apres la proposition 
on a : Eks = {Vi,£i,£2, y/£i£2£3), d’ou 
A''K3/k(-EK3) = {i, £3), et comme Eu = {i, £3), 
alors [i?it : /-^{E-Ki)] = 1, done le theo¬ 

reme (ID implique que deux classes capitulent 
dans K3. Et d’apres la demonstration faite dans 
( 1 ), on a : kerjKs = ([”Ho]}. Et ceci acheve la 
demonstration du theoreme. ■ 
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Des theoremes ([3} et (0 decoule le theoreme : 

Theoreme 5. Soil le corps Ik = Q(x/2pip2, i) 
avec Pi et p 2 deux nombres premiers congrus 
d 1 (mod 4) et au moins deux des elements 
l{^): (^). {^)l valent -1 et soit Ck ,2 
le 2-groupe de classes de k. Posons k* le 
corps de genres de k, pi = + (2/)^ et 

Pi = 711712 = {e + 2if){e — 2if). Soient Ho, 
Hi et H 2 les ideaux de k au dessus de 1 + i, 
Til et 712 respectivement. Alors toutes les classes 
capitulent dans k* c-d-d : kerji,* = C|i(^ 2 - 










